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Introducgao

O método Grade of Membership
(GoM) vem sendo amplamente utilizado no
Brasil na area de Demografia e na Saude
Publica. Ha, por exemplo, um ndmero ex-
pressivo de estudos recentes na area de
saude reprodutiva (MIRANDA-RIBEIRO et
al., 2007, entre outros), na vulnerabilida-
de de pacientes a adesao ao tratamento
antiretroviral (BONOLO et al., 2008, entre
outros), na area de saude mental (GUI-
MARAES et al., 2008), sendo o software
GoM3, executavel em ambiente DOS, um
dos programas mais comumente usados.
E gratuito e se encontra disponivel na
Internet (http://www.stat.unipg.it/stat/
statlib/DOS/general/). O algoritmo utiliza-
do é o de Woodbury e Clive (1974) e, sob
este algoritmo, os parametros gjk € A
sao iterativamente estimados. Ha aspectos
estatisticos que merecem maior detalha-
mento e atencao e sao abordados neste
trabalho, com o objetivo de esclarecer as
propriedades principais dos estimadores
de GoM e das estimativas geradas. O foco,
neste texto, € a consisténcia dos para-
metros obtidos em algumas condices e
mediante algumas restricdes, bem como a
questao de identificabilidade dos modelos.

Finalmente, é explicada a necessidade de
se procurarem maximos globais, que ga-
rantam uma modelagem que possa gerar
uma parametrizacao Unica e identificavel.
Antes, contudo, é feita uma breve descri-
¢cao do método.

Descricao do método

O método se apresenta atrativo, por
gerar dois conjuntos de pardmetros: os
Akjl» referentes a probabilidade de que
um individuo tipo puro de um perfil tenha
a probabilidade (1) de resposta () a vari-
avel (j), no perfil (k). Estas probabilidades
valem apenas para individuos conside-
rados “tipos puros” de um determinado
perfil, quais sejam: aqueles que possuem
pertencimento ao perfil igual a 1, ou seja,
gik=1,00. Assim, gji indica o pertencimen-
to (g) do individuo (i) ao perfil (k). Este
parametro ndo possui interpretagao pro-
babilistica e pode ser interpretado como
um atributo individual, e sua amplitude é
de 0,00 a 1,00 (MANTON; WOODBURY;
TOLLEY, 1994).

O produto gji ;) indica a probabili-
dade de um individuo, com gjy variando
de 0,00 a 1,00, possuir a resposta I-ésima
para a questao j-ésima. A soma dos produ-
tos, para todos os perfis de GoM gerados
(K perfis), para cada individuo, é dada pelo
seguinte somatorio:

K
P(XijI=1)=;gik7¥kjl (1)

onde P (Xijl = 1) é a probabilidade de que
o i-ésimo individuo possua a I-ésima res-
posta, como predito pelo produto interno
dos k pares de gji e ;| estimados.
Assumindo independéncia dos indi-
viduos condicionalmente a Akjl € Qik, @
funcéo de verossimilhanga é definida:

L=T1TTTI(Z ) @
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Os parametros se encontram sob as
seguintes restricoes:

0= gy <1; Dgye=1; 0=y <1; Xy =1
(MANTON; WOODBURY; TOLLEY, 1994).

Consisténcia de estimativas de maxima
verossimilhanca mediante restricoes
sobre | (tamanho da amostra), J
(numero de variaveis) e K (nimero de
perfis)

Um estimador consistente, de forma
geral, pode ser definido como aquele que
mais se aproxima do verdadeiro valor do
parémetro populacional, a medida que se
acresce o tamanho da amostra. A consistén-
cia do estimador €, geralmente, considerada
uma propriedade essencial de um estimador
razoavel, pois significa que o estimador é
nado viciado (ndo contém erro) e que sua
variabilidade converge para zero (LARSEN;
MARX, 1986).

Uma pergunta que surge seria, entdo: se
esta é uma propriedade tdo importante, os
parametros de GoM (gik e Ikjl) séo estimados
de forma consistente? Aresposta imediata é
que nao se podem esperar estimativas con-
sistentes de valores de gj, (uma vez fixados
K e J) com o aumento de |, pois trata-se de
parametros individuais e todo novo elemento
da amostra carrega consigo a sua “histéria”,
ou seja, sua heterogeneidade, medida pelo
conjunto de respostas as variaveis J." Con-
tudo, segundo Manton, Woodbury e Tolley
(2004), H(x), a distribuicao de valores de
Cik: da qual gj, s&o realizagGes, pode ser
consistentemente estimada, bastando que
sejam estimados os momentos de ordem J
desta distribuicao.

A explicagcdo mais detalhada a este
problema foge do escopo deste trabalho,
mas os autores demonstram que se, por
exemplo, K=2, basta estimar os dois pri-
meiros momentos de H(x) — que refletem a
localizagéo na sua distribuicédo e a disperséo
respectivamente.? Desta forma, a distribui-

¢&o H(x) estaria definida e o conjunto de gy
poderia ser estimado. Ja no caso dos valores
de Jjj, a resposta seria mais direta: estes
parametros seriam tdo melhores estimados
quanto maior for o aumento em | (uma
vez fixados K e J). Ou seja, para efeito de
adequadamente estimar os parametros de
probabilidade para os tipos puros, 0 aumento
de | é bastante desejavel.

Cabe ainda observar que, como ja visto, o
numero de gj, aumenta diretamente com o ta-
manho da amostra |, o que adiciona maior com-
plexidade ao modelo. A estabilidade dos gj, s6
aumenta com o acréscimo de J para | e K fixos
(em outras palavras, novas variaveis, em geral,
trazem novas informagdes sobre os individuos e
quanto maior o numero de informagdes, maior
a probabilidade de estimar com maior grau de
certeza os parametros individuais).

Em resumo, para melhor estimar | séo
necessarios maiores numeros de observa-
¢bes (aumento de |) e para melhor estimar
ik Precisa-se de maior numero de variaveis
(aumento de J). Ou seja, a principio, maior
numero de variaveis e de observagdes seria
desejavel na estimagdo de um modelo de
GoM, adicionando maior complexidade na
estimativa.

Identificabilidade dos parametros
gerados pelo modelo de GoM

Alguns modelos, especialmente os
complexos e que dependem de geracao
de estimativas de forma iterativa, podem
ter um conjunto de solugdes e ndo apenas
uma (ou seja, mais de um conjunto de va-
lores de parametros com igual ajustamento
a um conjunto de dados). Nestes casos, as
conclusdes sobre estes dados podem estar
equivocadas se for utilizado um conjunto de
parametros (e ndo o(s) outro(s)) e este mo-
delo nao deveria ser utilizado para geracao
de hipéteses a respeito do fendbmeno em
estudo. Assim, deste ponto de vista, o im-
portante é obter uma parametrizagdo Unica
dos dados disponiveis (BRADY, 1985).

1 Neste texto, sempre que a referéncia for feita a uma variavel J, esta-se pensando em J binaria, com dois niveis de

resposta.

2 Ao leitor interessado em se aprofundar um pouco mais na questdo de geracdo de momentos de ordem ou superior,
indicamos o capitulo 3 de Larsen e Marx (1986) e o capitulo 2 de Mood, Graybill e Boes (1974).
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Questoes praticas de estimativas de um
modelo identificavel

Entendida a importancia de um modelo
estatistico ser identificavel, ha que se per-
guntar se existem garantias de o resultado
obtido no modelo de GoM ser identificavel,
quaisquer que sejam 0s parametros iniciais
utilizados na geracéo do resultado. Normal-
mente o modelo iterativo tem inicio com um
conjunto de A;, que s&o aleatoriamente
gerados pelo programa. O algoritmo de
geragéao de estimativas de maxima verossi-
milhancga é o EM (expectation-maximization),
que depende de parametros iniciais para que
o processo de iteragéo seja iniciado. Este
processo de iteragdo € necessario para que
possam ser aproximadas solug¢des de equa-
¢des nao lineares, a partir de um valor inicial
dado, até que haja convergéncia a um valor
final (MANTON; WOODBURY; TOLLEY,
1994). O objetivo é haver convergéncia até
um valor maximo global. Contudo, depen-
dendo dos parametros iniciais, pode-se obter
um maximo local iterativamente, o que nao
€ o desejado.

Dado que o algoritmo EM procura en-
contrar o melhor ajuste de um modelo para
um certo conjunto de dados, deve haver
alguma forma de se avaliar a adequacgéao
deste modelo ajustado aos dados. A premis-
sa bésica do algoritmo, assim, é que deve
existir um ponto étimo a partir do qual nao é
preciso mais qualquer tentativa de um novo
modelo, com novos parametros e, neste
momento, as iteragcdes terminam. Dessa
forma, o algoritmo EM continua o processo
de convergéncia rumo a uma solucao até
que a mudanca de probabilidade entre dois
conjuntos de estimativas seja desprezivel,
a partir de critérios de convergéncia previa-
mente definidos. E comum que 0s usuarios
destes programas computacionalmente
intensivos nao tenham claros os problemas
decorrentes de se encontrar um maximo
local em vez de um maximo global.

Shephard (2003) fornece um exemplo
interessante sobre a diferenga entre maxi-
mo local e maximo global, que é bastante
intuitivo. A melhor forma de descrever este
problema, segundo o autor, é se pensar em
duas montanhas: o monte Fuji, no Japao, e

um dos picos da cadeia de montanhas do
Himalaya (por exemplo, o Monte Everest).
Considere que a altitude do pico a qualquer
ponto da terra é a adequacgao do ajuste do
modelo estimado (ou seja, a verossimilhan-
¢a) e os valores maximos globais sao os
topos das montanhas. Se é preciso atingir
0 ponto mais alto das montanhas a partir
de um ponto inicial aleatério, mas com a
restricdo de se mover unicamente para
cima, parece bastante logico (6bvio!) que
nao se pode descer. No caso do monte Fuji,
seria facil encontrar o caminho até o topo
obedecendo essa regra, pois nao existem
pequenas depressdes entre o ponto de
partida e o topo. Contudo, se um individuo
estiver em um ponto aleatério no Himalaya,
seria bem mais dificil alcancar o Monte Eve-
rest dada a restricao. Nao apenas a posicao
em que um individuo esta pode nao permitir
enxergar o pico o qual esta tentando atingir
(o do Monte Everest), como também podem
existir outros pequenos picos (maximos
locais) em seu caminho, e seria necessario
escala-los e, em seguida, descer novamente
(o que nao é permitido pela regra) antes
de se atingir o maximo global, o Monte
Everest. Assim, seria muito dificil alcangar o
apice do Monte Everest em decorréncia da
existéncia de maximos locais. Infelizmente,
como o maximo local ndo € uma solugéo
Unica para o problema e o maximo global
representa esta solugdo, a tarefa é tentar,
entao, evitar que qualquer modelo final
selecionado seja aquele para o qual nao ha
garantias de que houve convergéncia para
um maximo global.

No caso do GoM, o melhor procedimen-
to com vistas a atingir esta solugdo unica é
analisar o comportamento de convergéncia
do algoritmo por meio de uma série de ana-
lises prévias nas quais os pontos de partida
(valores iniciais e aleatérios de xkjp sejam
continuamente alterados (ou seja, varios mo-
delos necessitam ser gerados — sugere-se
que em torno de 20 a 30). Com um conjunto
de %y fixo, a fung@o de verossimilhanca
€ maximizada e os gjk s&o gerados. Em
seguida, com gjy fixo, a verossimilhanga &
maximizada novamente, a fim de estimar
L. Esta iterag&o € repetida (em cada mo-
deJIo, ou seja, internamente ao programa)
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até que os parametros ndo variem mais.
O pesquisador repete este processo entre
20 e 30 vezes e compara os varios valores
de Ayj. Com base em multiplos modelos
com diferentes LAy; iniciais para um valor
fixo de K, é possivel identificar um conjunto
de ;) iniciais mais consistentes, utiliza-los
como valores iniciais de Ay € gerar novos
parametros. Por exemplo, se entre 30 ;|
quaisquer, 20 sao iguais a 1,00, 5 iguais a
0,80 e 5 iguais a 0,40, parece razoavel que
um valor inicial para este parametro seja
mais proximo de 1,00 e este ; igual a 1,00
pode ser assumido como um valor informati-
vo. Outro exemplo seria se, em um conjunto
de 30 Ayj|, 28 fossem iguais a 0,20, 1 igual
a 0,70 e'1 igual a 0,75. O mais provavel &
que estes dois ultimos valores tenham sido
devidos a aleatoriedade e os primeiros 28
(mais comumente obtidos) sejam os infor-
mativos, sendo razoavel, entdo, assumir 0,2
como um valor para a iteragao final. Assim,
obtém-se um conjunto de kkjl finais a partir
deles e, entdo, define-se o conjunto dos
valores iniciais que serao utilizados em um
novo processo de modelamento (uma nova
‘rodada” do Modelo de GoM). Espera-se
que estes valores, informativos, possam ser
utilizados para a geragao de um novo modelo
que convirja para um maximo global.

Conclusoes

Este trabalho procurou descrever as
propriedades dos estimadores de GoM,
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